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Abstract
Dans un article pre´ce´dent, nous avons de´montre´ que si D est un ope´rateur diffe´rentiel
bi-invariant sur un groupe re´ductif G ve´riﬁant la condition de Benabdallah-Rouvie`re, alors on
peut re´soudre l’e´quation diffe´rentielle Du ¼ v dans l’espace des distributions G-invariantes
(par automorphismes inte´rieurs) d’ordre ﬁni; nous allons montrer ici que, sous la meˆme
hypothe`se, on peut re´soudre cette e´quation dans l’espace de toutes les distributions
G-invariantes. D’autre part, nous donnons un exemple dans slð2;CÞ qui montre que les
e´quations diffe´rentielles invariantes dans les alge`bres de Lie re´ductives ne sont pas toujours
re´solubles dans l’espace des fonctions inde´ﬁniment diffe´rentiables invariantes.
r 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction
Soit G un groupe de Lie re´ductif, que l’on suppose, pour simpliﬁer l’e´nonce´ dans
l’introduction, connexe et acceptable (condition technique pour assurer que la demi-
somme des racines positives d’un sous-groupe de Cartan s’inte`gre en un caracte`re de
ce sous-groupe); on pre´cisera les hypothe`ses sur G dans la section 2. On note g son
alge`bre de Lie et ZðgCÞ le centre de l’alge`bre enveloppante de la complexiﬁe´e gC de g
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qu’on identiﬁe a` l’alge`bre des ope´rateurs diffe´rentiels bi-invariants (par translations
a` droite et a` gauche) sur G: On note D0ðGÞG l’espace des distributions G-invariantes
sur G:
Soit B un sous-groupe de Cartan fondamental de G (i.e. la dimension de sa
partie compacte est maximale), on note b son alge`bre de Lie, bC la complexiﬁe´e de b;
W le groupe de Weyl de ðgC; bCÞ; et gB l’isomorphisme de Harish-Chandra de ZðgCÞ
sur la sous-alge`bre SðbCÞW des e´le´ments invariants par W dans l’alge`bre syme´trique
SðbCÞ; SðbCÞ s’identiﬁe a` l’alge`bre des ope´rateurs diffe´rentiels invariants par
translations sur B: Si DASðbCÞ; on appelle solution e´le´mentaire de D toute
distribution E sur B telle que DE ¼ d; ou` d de´signe la mesure de Dirac a` support
l’e´le´ment neutre de B:
Soit DAZðgCÞ: Nous avons de´montre´ dans [3] que si l’ope´rateur gBðDÞ admet
une solution e´le´mentaire (c’est la condition sufﬁsante de Benabdallah-Rouvie`re
pour l’existence de solution e´le´mentaire de D sur G [1]), alors, pour tout vAD0ðGÞG
d’ordre ﬁni, il existe uAD0ðGÞG d’ordre ﬁni telle que Du ¼ v: Ici, notre re´sultat
principal est
The´ore`me. Soit DAZðgCÞ: On suppose que gBðDÞ admet une solution e´le´mentaire.
Alors, pour tout vAD0ðGÞG; il existe uAD0ðGÞG tel que Du ¼ v (autrement dit
DD0ðGÞG ¼ D0ðGÞG).
Nous donnerons dans la Section 3 une formulation de ce the´ore`me valable pour
une classe de groupes plus large et pour certains ouverts de ces groupes.
Le cas particulier G abe´lien constitue l’e´tape la plus importante de la
de´monstration. Dans ce cas, G ¼ B; ZðgCÞ ¼ SðbCÞ; et le re´sultat s’e´nonce
simplement: si DASðbCÞ admet une solution e´le´mentaire, alors DD0ðBÞ ¼ D0ðBÞ; les
deux cas: B compact et B isomorphe a` Rn sont connus; le premier est duˆ a` Ce´re´zo et
Rouvie`re [4], et le second est duˆ a` Malgrange [10] et a` Ehrenpreis [6]; notre
de´monstration s’inspire fortement de celle de Malgrange. Signalons que l’existence
d’un sous-groupe compact non trivial dans B constitue l’obstacle a` l’existence de
solution e´le´mentaire en ge´ne´ral.
Pour le cas ge´ne´ral, on se rame`ne comme dans [3], via la the´orie des inte´grales
orbitales, a` montrer que, pour tout sous-groupe de Cartan H de G; on a
gHðDÞD0ðHÞ ¼ D0ðHÞ: L’hypothe`se sur D entraıˆne [3, lemme 4.2.2] que, pour tout
sous-groupe de Cartan H de G; gHðDÞ admet une solution e´le´mentaire; on se rame`ne
ainsi au cas abe´lien.
Dans [3], nous avons montre´ que si D est un ope´rateur diffe´rentiel a` coefﬁcients
constants invariant par le groupe adjoint sur une alge`bre de Lie re´ductive, alors
l’e´quation diffe´rentielle Du ¼ v est re´soluble dans l’espace des distributions
invariantes, dans l’espace des distributions invariantes d’ordre ﬁni et dans l’espace
des distributions invariantes tempe´re´es; nous montrons ici, a` travers un exemple dans
slð2;CÞ; qu’elle n’est pas toujours re´soluble dans l’espace des fonctions de classe CN
invariantes.
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2. Notations et conventions
Si X est une varie´te´ diffe´rentielle, on note CNðX Þ l’espace des fonctions complexes
de classe CN sur X ; CNc ðXÞ le sous-espace de CNðX Þ forme´ des fonctions a` support
compact, D0ðX Þ l’espace des distributions sur X et E0ðX Þ le sous-espace de D0ðXÞ
forme´ des distributions a` support compact.
Si V est un espace vectoriel re´el de dimension ﬁnie, on note VC son complexiﬁe´ et
on note SðVCÞ l’alge`bre syme´trique de VC:
Si E est un espace vectoriel topologique, on note E0 son dual topologique, et /; S
le crochet de dualite´, i.e. pour fAE0 et xAE; on note / f ; xS pour f ðxÞ:
Si K est un groupe ope´rant sur un ensemble X ; on note X K l’ensemble des
e´le´ments de X ﬁxe´s par tout e´le´ment de K :
Si G est un groupe de Lie d’alge`bre de Lie g; on dit que G est re´ductif si g est
re´ductive. On note AdðGÞ l’image de G par la repre´sentation adjointe et on note GC
le groupe adjoint de gC: On dit qu’un groupe re´ductif G est dans la classe de Harish-
Chandra si:
(i) G a un nombre ﬁni de composantes connexes.
(ii) AdðGÞCGC:
(iii) le groupe de´rive´ de la composante neutre de G est a` centre ﬁni.
Par exemple, un groupe semi-simple connexe est dans la classe de Harish-Chandra
si et seulement si son centre est ﬁni; tout sous-groupe de Cartan d’un groupe re´ductif
dans la classe de Harish-Chandra est lui-meˆme un groupe re´ductif dans la classe de
Harish-Chandra.
Dans la suite G de´signera un groupe re´ductif dans la classe de Harish-Chandra; on
notera g son alge`bre de Lie. Plus ge´ne´ralement, on notera les groupes de Lie par des
lettres majuscules M; H;y; et leurs alge`bres de Lie par les lettres gothiques
minuscules correspondantes m; h;y .
On note UðgCÞ l’alge`bre enveloppante de gC qu’on identiﬁe a` l’alge`bre des
ope´rateurs diffe´rentiels sur G invariants par translation a` gauche. On note u/uˇ
l’antiautomorphisme principal de UðgCÞ: Alors UðgCÞ ope`re dans D0ðGÞ par
/uy;jS ¼ /y; uˇjS uAUðgCÞ; yAD0ðGÞ; jACNc ðGÞ:
Si H est un sous-groupe de Cartan de G et si on note T son sous-groupe compact
maximal et si V de´signe un supple´mentaire de t dans h; alors l’application
ðt; X Þ/t exp X est un isomorphisme de T  V sur H: On dira qu’un ouvert U de H
est convexe (appele´ R-convexe dans [3]) s’il est de la forme T expo; o un ouvert
convexe de V ; on voit facilement que cette proprie´te´ ne de´pend pas du choix de V :
On dira qu’un ouvert U de G est convexe si son intersection avec tout sous-groupe
de Cartan de G est convexe. Rappelons qu’un ouvert U de G est dit comple`tement G-
invariant si, pour toute partie compacte K de U; l’adhe´rence de l’ensembleS
gAG gKg
1 est incluse dans U: Par exemple G et, pour r41; l’ensemble Gr des
xAG tels que toute valeur propre l de Ad x ve´riﬁe jljor sont des ouverts a` la fois
convexes et comple`tement G-invariants.
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3. Enonce´ du re´sultat
Pour tout sous-groupe de Cartan H de G; on ﬁxe un syste`me de racines
imaginaires positives de h dans g qu’on notera DH (ou simplement D lorsqu’il n’y a
aucune confusion a` craindre); on notera rD la demi-somme des e´le´ments de D: On
note tD l’unique automorphisme de SðhCÞ ve´riﬁant tDðX Þ ¼ rDðX Þ þ X :
The´ore`me 3.1. Soient DAZðgCÞ et WCG un ouvert comple`tement G-invariant et
convexe. On suppose que, pour un sous-groupe de Cartan fondamental B; tDðgBðDÞÞ
admet une solution e´le´mentaire. Alors
DD0ðWÞG ¼ D0ðWÞG:
Remarque 3.2. (1) Comme tous les sous-groupes de Cartan fondamentaux de G
sont conjugue´s, si l’hypothe`se est ve´riﬁe´e par l’un d’eux, elle est ve´riﬁe´e par tous les
autres.
(2) Lorsque G est acceptable, rD est la diffe´rentielle d’un caracte`re x de B et on a
tDðgBðDÞÞ ¼ x13gBðDÞ3x; donc tDðgBðDÞÞ admet une solution e´le´mentaire si et
seulement si il en est de meˆme de gBðDÞ; ainsi, dans ce cas, l’e´nonce´ du the´ore`me est
e´quivalent a` celui donne´ dans l’introduction. Le meˆme type d’argument montre que
si D0 est un autre syste`me de racines imaginaires positives de B; alors tDðgBðDÞÞ
admet une solution e´le´mentaire si et seulement si il en est de meˆme de tD0 ðgBðDÞÞ:
(3) Le the´ore`me reste vrai si, au lieu de supposer G dans la classe de Harish-
Chandra, on suppose qu’il contient un sous-groupe distingue´ d’indice ﬁni qui
appartient a` cette classe (hypothe`se (H) de [3]); dans ce cas il faut supposer que D est
G-invariant par automorphismes inte´rieurs (lorsque G est dans la classe de Harish-
Chandra, tout e´le´ment de ZðgCÞ est G-invariant). Nous proﬁtons de cette remarque
pour pre´ciser notre e´nonce´ dans [3] concernant les distributions d’ordre ﬁni. En effet,
dans l’e´nonce´ du the´ore`me 20 de [3], nous avons suppose´ G dans classe de Harish-
Chandra, mais dans le paragraphe 1.1 nous avons annonce´ les re´sultats pour les
groupes de la classe (H); pour que le the´ore`me 20 soit encore vrai pour les groupes
ve´riﬁant l’hypothe`se (H), il sufﬁt de supposer en plus que D est G-invariant.
(4) L’analogue du The´ore`me 3.1 pour les espaces syme´tiques re´ductifs de type
GC=GR est e´galement vrai, il peut eˆtre obtenu en rempla@ant, dans l’e´nonce´ du
The´ore`me 3 de [3], l’espace des distributions d’ordre ﬁni invariantes par l’espace des
distributions invariantes.
4. Re´duction de la de´monstration au cas abe´lien
On proce`de comme dans [3]. On ﬁxe un ensemble H de repre´sentants des classes
de conjugaison de sous-groupes de Cartan de G:
Soit HAH: On note WðHÞ le groupe de Weyl de ðG; HÞ (le quotient du
normalisateur de H dans G par son centralisateur); ce groupe ope`re naturellement
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dans H et h; et il existe un homomorphisme eI : WðHÞ-f71g tel queY
aAD
aðw1  XÞ ¼ eIðwÞ
Y
aAD
aðX Þ 8wAWðHÞ; 8XAh:
Si m est un e´le´ment du re´seau engendre´ par les racines de h dans g; on note xm le
caracte`re de H correspondant. On note D0ðH-WÞD l’espace des distributions
uAD0ðH-WÞ ve´riﬁant
w  u ¼ eI ðwÞxwrDrDu; wAWðHÞ
(dans [3], cet espace correspond plutoˆt au choix de D; le syste`me de racines oppose´
a` D). On note W le groupe de Weyl de ðgC; hCÞ; alors si DAtDðSðhCÞW Þ; on a
DD0ðH-WÞDCD0ðH-WÞD:
D’apre`s [2], l’espace D0ðWÞG admet une ﬁltration ﬁnie, par des sous-espaces stables
par ZðgCÞ; telle que le gradue´ associe´ soit isomorphe a`M
HAH
D0ðH-WÞD
et le gradue´ de D soit M
HAH
tDðgHðDÞÞ:
Comme cette ﬁltration est ﬁnie, pour montrer la surjectivite´ de
D :D0ðWÞG-D0ðWÞG; il sufﬁt de montrer la surjectivite´ de son gradue´, c’est-a`-
dire il sufﬁt de montrer que, pour tout HAH; on a
tDðgHðDÞÞD0ðH-WÞD ¼ D0ðH-WÞD: ð1Þ
Remarque 4.1. La surjectivite´ de D n’implique pas en ge´ne´ral la surjectivite´ de son
gradue´ grðDÞ; comme on l’a abusivement afﬁrme´, sans l’utiliser e´videmment, dans la
Proposition 4.1.1 de [3]. Cependant, lorsqueW ¼ G; la ﬁltration est de´ﬁnie par une
graduation et dans ce cas la surjectivite´ de D et de grðDÞ sont e´quivalentes.
Comme D0ðH-WÞD est un facteur direct de D0ðH-WÞ (voir les commentaires
qui suivent le The´ore`me 20 de [3]), pour prouver (1), il sufﬁt de montrer que, pour
tout HAH; on a
tDðgHðDÞÞD0ðH-WÞ ¼ D0ðH-WÞ; ð2Þ
et puisque tDðgHðDÞÞ est invariant par translation, on voit facilement qu’il sufﬁt de
prouver (2) en y rempla@ant H par sa composante neutre. Maintenant l’hypothe`se
faite sur D implique [3, Lemme 4.2.2] que, pour tout HAH; l’ope´rateur tDðgHðDÞÞ
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admet une solution e´le´mentaire. Le the´ore`me 3.1 de´coule alors de la proposition
suivante.
Proposition 4.2. Soient H un groupe de Lie abe´lien connexe, D un ope´rateur
diffe´rentiel invariant par translation sur H et O un ouvert convexe de H: Alors si D
admet une solution e´le´mentaire, on a
DD0ðOÞ ¼ D0ðOÞ:
Comme on l’a remarque´ dans l’introduction, les cas H compact ou H isomorphe a`
Rn sont connus; on supposera donc dans la suite qu’on n’est pas dans l’un de ces
deux cas.
5. Ope´rateurs diffe´rentiels sur H
Il est plus commode pour nous d’introduire des coordonne´es comme dans [3]. Le
sous-groupe compact maximal de H est isomorphe au tore Tp de dimension pX1:
Donc H s’identiﬁe a` Tp  Rn; nX1; dans la suite on supposera H ¼ Tp  Rn; et on
e´crit O ¼ Tp  o; o ouvert convexe de Rn: Pour y ¼ ðy1;y; ypÞARp; on note eiy
l’e´le´ment ðeiy1 ;y; eiypÞ de Tp:
On notera Po1½Z (resp. Pol½xÞ; resp. Pol½Z; x) l’espace des polynoˆmes a`
coefﬁcients complexes en les variables ðZ1;y; ZpÞ (resp. ðx1;y; xnÞ; resp.
ðZ1;y; Zp; x1;y; xnÞ).
Pour aANp; a ¼ ða1;y; apÞ; on pose Za ¼ Za11 ?Zapp ; de sorte que tout e´le´ment P de
Po1½Z s’e´crit comme une somme ﬁnie: P ¼Pa aaZa: On note
@a ¼ 1
i
@
@y1
 a1
?
1
i
@
@yp
 ap
:
A tout PAPo1½Z; P ¼Pa aaZa; on associe l’ope´rateur diffe´rentiel invariant par
translation sur Tp:
Pð@Þ ¼
X
a
aa@
a;
alors l’application P/Pð@Þ est une bijection de Pol½Z sur l’espace des ope´rateurs
diffe´rentiels invariants par translation sur Tp: On note
Pð@Þ ¼
X
a
ð1Þjaj aa@a ðjaj ¼ a1 þ?þ apÞ;
de sorte que, avec nos conventions ante´rieures, pour tout uAD0ðTpÞ et pour tout
fACNðTpÞ; on a
/Pð@Þu; fS ¼ /u; Pð@ÞfS:
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De meˆme, pour bANn; b ¼ ðb1;y; bnÞ; on note
xb ¼ xb11 ?xbnn ; Db ¼
1
i
@
@x1
 b1
?
1
i
@
@xn
 bn
;
et a` tout QAPol½x; Q ¼Pb bbxb; on associe l’ope´rateur diffe´rentiel sur Rn:
QðDÞ ¼
X
b
bbD
b:
Alors l’application Q/QðDÞ est une bijection de Pol½x sur l’espace des ope´rateurs
diffe´rentiels a` coefﬁcients constants sur Rn: Pour de´crire l’action e´vidente des
ope´rateurs diffe´rentiels sur les distributions, on introduit comme ci-dessus
l’ope´rateur
QðDÞ ¼
X
b
ð1Þjbj bbDb:
On de´crit de meˆme les ope´rateurs diffe´rentiels invariants par translation sur Tp  Rn:
Si PAPol½Z; x s’e´crit PðZ; xÞ ¼Pa;b ca;bZaxb; on lui associe l’ope´rateur diffe´rentiel a`
coefﬁcients constants sur Tp  Rn:
PðDÞ ¼
X
a;b
ca;b@
aDb;
et on note
PðDÞ ¼
X
a;b
ð1Þjajþjbjca;b@aDb:
Si z ¼ ðz1;y; znÞACn; on note jzj sa norme:
jzj ¼
X
1pipn
jzij2
 !1=2
:
Pour tout mAN; on note Polm½x le sous-espace de Pol½x forme´ par les polynoˆmes de
degre´ pm: Si PAPolm½x et si aANn avec jajpm; on pose
PðaÞ ¼ @
aP
@a1x1 ?@
an
xn
;
et, suivant Ho¨rmander [7, Exemple 2.1.9], on de´ﬁnit la fonction P˜ sur Cn par
P˜ðzÞ ¼
X
jajpm
jPðaÞðzÞj2
0@ 1A
1
2
:
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L’application P/P˜ð0Þ est une norme sur Pol½x; on notera jjPjj ¼ P˜ð0Þ: En outre
(voir [7, formule (2.1.10)]) on a
Lemme 5.1. Soit mAN: Alors il existe une constante Cm40 telle que, pour tout
PAPolm½x; on ait
jjPjjpCmð1þ jzjÞmP˜ðzÞ; 8zACn: ð3Þ
Il est important pour la suite que la constante Cm de´pende uniquement du degre´ de
P et non de P lui-meˆme.
6. Transformation de Fourier sur H
Pour tout entier mX1 et pour tous x ¼ ðx1;y; xmÞ; y ¼ ðy1;y; ymÞACm; on pose
/x; yS ¼
X
1pjpm
xjyj:
Si uAE0ðHÞ; on note uˆ sa transforme´e de Fourier; c’est la fonction sur Zp  Cn
de´ﬁnie par
uˆðk; zÞ ¼ /u; ei/k;yS# ei/z;xSS:
Alors, si PAPol½Z; x; on a
dPðDÞuðk; zÞ ¼ Pðk; zÞuˆðk; zÞ 8kAZp; 8zACn:
Si PAPol½Z; x et si kAZp; on notera Pk l’e´le´ment de Pol½x de´ﬁni par PkðxÞ ¼ Pðk; xÞ:
Lemme 6.1. Soient PAPol½Z; x et uAE0ðHÞ: On note m le degre´ de P en x; et on pose
v ¼ PðDÞu: Alors il existe une constante B40 telle que, pour tout kAZp et pour tout
zACn; on ait
jjPkjj juˆðk; zÞjpBð1þ jzjÞm sup
jz0zjp1
jvˆðk; z0Þj:
Pour la de´monstration on a besoin du lemme suivant [7, Lemme 3.1.4].
Lemme 6.2. Soient F une fonction entie`re sur Cn et m un entier X0: Alors, pour tout
aANn tel que jajpm; il existe une constante Cm;jaj (ne de´pendant que de m et jaj) telle
que, pour toute fonction cX0; inte´grable, a` support compact et ne de´pendant que de
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jz1j;y; jznj; et pour tout polynoˆme P de degre´ pm; on ait
jFð0ÞPðaÞð0Þj
Z
Cn
jzajcðzÞ dzpCm;jaj
Z
Cn
jFðzÞPðzÞjcðzÞ dz;
ou` dz de´signe la mesure de Lebesgue sur Cn:
Preuve (du Lemme 6.1). Pour tout kAZp et pour tout zACn; on a
vˆðk; zÞ ¼ PkðzÞuˆðk; zÞ:
Soient zACn et kAZp: On note Fk;z la fonction entie`re de´ﬁnie par Fk;zðxÞ ¼
uˆðk; zþ xÞ et Pk;z le polynoˆme de´ﬁni par Pk;zðxÞ ¼ Pkðzþ xÞ; alors, si m de´signe le
degre´ de P en x; Pk;zAPolm½x et PðaÞk;zð0Þ ¼ PðaÞk ðzÞ pour tout aANn ve´riﬁant jajpm:
On note cz la fonction caracte´ristique de la boule ferme´e Bðz; 1Þ de centre z et de
rayon 1 dans Cn: Cette fonction ve´riﬁe les proprie´te´s de la fonction c du Lemme 6.2;
de plus, pour tout zACn; on aZ
Cn
jxajczðxÞdxX
ﬃﬃﬃ
p
p
4
ﬃﬃﬃ
n
p
 jajþ2n
;
en effet, on voit facilement que toute boule Bðz; 1Þ contient une boule ferme´e pour la
norme jzjN ¼ sup1pipn jzij de Cn; de rayon 14 ﬃﬃnp qui ne rencontre aucun des ouverts
Ui ¼ fzACn; jzijo 12 ﬃﬃnp g; i ¼ 1;y; n: La minoration s’ensuit par un calcul simple.
Il de´coule alors du Lemme 6.2 que, pour tout aANn ve´riﬁant jajpm; pour tout
zACn et pour tout kAZn; on a
jFk;zð0ÞPðaÞk;zð0Þjp
4
ﬃﬃﬃ
n
pﬃﬃﬃ
p
p
 jajþ2n
Cm;jaj
Z
Cn
jFk;zðxÞPk;zðxÞjczðxÞdx;
d’ou`
juˆðk; zÞPðaÞk ðzÞjp
4
ﬃﬃﬃ
n
pﬃﬃﬃ
p
p
 jajþ2n
Cm;jaj
Z
Cn
jvˆðk; zþ xÞjczðxÞdx
p 4
ﬃﬃﬃ
n
pﬃﬃﬃ
p
p
 jajþ2n
Cm;jaj vol Bðz; 1Þ sup
xABðz;1Þ
jvˆðk; zþ xÞj;
ou` vol Bðz; 1Þ de´signe le volume de la boule Bðz; 1Þ pour la mesure de Lebesgue de
Cn: Donc en posant Cm ¼
P
jajpm Cm;jaj et en utilisant le fait que vol Bðz; 1Þ ¼
vol Bð0; 1Þ; on obtient
juˆðk; zÞj
X
jajpm
jPðaÞk ðzÞj
0@ 1Ap 4 ﬃﬃﬃnpﬃﬃﬃ
p
p
 jmþ2n
Cmvol Bð0; 1Þ sup
jz0zjp1
jvˆðk; z0Þj:
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Le lemme de´coule alors de l’ine´galite´
*PkðzÞp
X
jajpm
jPðaÞk ðzÞj
et du Lemme 5.1. &
7. Quelques espaces de distributions
Les re´sultats de ce paragraphe sont bien connus pour Rn (voir par Exemple [10]) et
s’e´tendent sans difﬁculte´ a` H; cependant, pour la commodite´ du lecteur, nous avons
choisi de de´tailler certaines de´monstrations.
On note dh la mesure de Haar sur H produit de la mesure de Haar sur Tp de masse
totale 1 et de la mesure de Lebesgue sur Rn: On ﬁxe une unite´ approche´e ðdkÞkAN sur
H: on entend par cela une suite de fonctions ðdkÞkAN dans CNc ðHÞ ve´riﬁant, pour
tout kAN; dkX0;
R
H
dkðhÞ dh ¼ 1; et la suite des supports ðsuppðdkÞÞ est
de´croissante avec
T
k suppðdkÞ ¼ feg; e de´signe l’e´le´ment neutre de H:
La re´gularisation dans les espaces de distributions dont nous aurons besoin repose
sur le principe suivant. Si ðp; VÞ est une repre´sentation continue de H dans un espace
localement convexe complet V ; alors pour tout vAV ; la suite (pðdkÞ  v) converge
dans V vers v:
Si U est un ouvert de H; on note HsðUÞ l’espace des fonctions sur U dont les
de´rive´es (au sens des distributions) jusqu’a` l’ordre s sont dans L2ðUÞ; autrement dit
l’espace des fonctions fAL2ðUÞ telles que, pour tout aANp et pour tout bANn
ve´riﬁant jaj þ jbjps; on a @aDb fAL2ðUÞ: Pour tout compact KCU ; on noteHsðKÞ
le sous-espace des fAHsðUÞ dont le support est inclus dans K : C’est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire
/j;cS ¼
X
jajþjbjps
/@aDbj; @aDbcSL2 :
On note HscðUÞ la re´union des HsðKÞ; K parcourant l’ensemble des parties
compactes de U ; on le munit de la toplogie de la limite inductive, qui en fait un
espace de type LF re´ﬂexif, car chacun des HsðKÞ est re´ﬂexif (voir [5, p. 81]).
La repre´sentation de H dans HscðHÞ est continue; cela de´coule aise´ment de la
continuite´ de la repre´sentation re´gulie`re de H dans L2ðHÞ: Il s’ensuit que si
fAHscðHÞ; la suite ð f  dkÞ converge vers f dans HscðHÞ; comme f  dkACNc ðHÞ
pour tout entier k; on en de´duit que CNc ðHÞ est denseHscðHÞ: Si fAHscðUÞ; pour k
assez grand le support de f  dk est inclus dans U ; donc f  dkACNc ðUÞ; on en de´duit
que CNc ðUÞ est denseHscðUÞ; car la topologie deHscðUÞ coı¨ncide avec la topologie
induite par celle de HscðHÞ:
Le dual fort d’un espace de type LF ; dont une suite de de´ﬁnition est forme´e
d’espaces de Banach, est un espace de Fre´chet (voir [5, p. 75]). CommeHscðUÞ admet
une suite de de´ﬁnition forme´e d’espaces de Hilbert, son dual fort, qu’on notera
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HslocðUÞ; est un espace de Fre´chet. La densite´ de CNc ðUÞ dans HscðUÞ permet
d’identiﬁerHslocðUÞ a` un sous-espace de D0ðUÞ; sa topologie d’espace de Fre´chet est
plus ﬁne que la topologie induite par la topologie faible de D0ðUÞ; ainsi une suite qui
converge dans HslocðUÞ; converge faiblement dans D0ðUÞ:
On peut de´crire HslocðUÞ explicitement comme sous-espace de D0ðUÞ: On note
L2locðUÞ l’espace des fonctions localement de carre´ inte´grable sur U que l’on identiﬁe
a` un sous-espace de D0ðUÞ graˆce a` dh: Alors HslocðUÞ est l’espace des distributions
sur U qui peuvent s’e´crire comme somme ﬁnie de de´rive´es d’ordreps d’e´le´ments de
L2locðUÞ: Le crochet de dualite´ est de´ﬁni de la fa@on suivante. Si fAHslocðUÞ s’e´crit
f ¼Pjajþjbjps @aDb fa;b; avec fa;bAL2locðUÞ; alors la forme line´aire associe´e sur
HscðUÞ est de´ﬁnie par
/ f ;jS ¼
X
jajþjbjps
ð1Þjajþjbj
Z
H
fa;bðhÞ@aDbjðhÞ dh 8jAHscðUÞ
(pour des de´tails, voir par exemple [11, exercice 31.4]; la de´monstration est anlogue a`
celle de [11, proposition 31.3]). Cette description de HslocðUÞ montre en particulier
que CNðUÞCHslocðUÞ:
Lemme 7.1. La repre´sentation naturelle de H dans HslocðHÞ est continue.
Preuve. La repre´sentation naturelle de H dansHscðHÞ e´tant continue, il en est donc
de meˆme de sa contragre´diente dans HslocðHÞ; car HscðHÞ est re´ﬂexif (voir [13,
Corollaire 4.1.2.3]). &
Corollaire 7.2. Les espaces CNc ðUÞ et, a fortiori, CNðUÞ sont denses dans HslocðUÞ:
Preuve. Le re´sultat s’obtient par troncature et re´gularisation. Si wACNðUÞ et si
fAHslocðUÞ; on voit facilement d’apre`s la formule de Leibniz que le produit w f
(produit d’une distribution par une fonction) appartient encore a` HslocðUÞ:
La topologie de HslocðUÞ est de´ﬁnie par la famille de semi-normes pB; B
parcourant l’ensemble des parties borne´es de HscðUÞ; de´ﬁnies par
pBð f Þ ¼ sup
jAB
j/ f ;jSj:
Or si B est une partie borne´e de HscðUÞ; il existe un compact KCU tel que
BCHsðKÞ; donc si wACNc ðUÞ est e´gale a` 1 au voisinage de K ; on a pBð f  w f Þ ¼ 0
pour tout fAHslocðUÞ: Le meˆme argument montre que si ðBiÞiAI est une famille ﬁnie
de parties borne´es de HscðUÞ; il existe wACNc ðUÞ telle que PBið f  w f Þ ¼ 0 pour
tout iAI ; il s’ensuit que l’ensemble Hsc ðUÞ des e´le´ments de HslocðUÞ a` support
compact (le support de f s’entend ici au sens des distributions) est dense dans
HslocðUÞ: Il sufﬁt donc de montrer que CNc ðUÞ est dense dans Hsc ðUÞ:
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Si fAHsc ðUÞ; il de´coule du Lemme 7.1 que la suite ð f  dkÞ converge dans
HslocðHÞ vers f ; or pour k assez grand le support de f  dk est inclus dans U ; donc f
est limite d’une suite dans CNc ðUÞ: &
Soit n une fonction positive continue convexe et propre sur o: Pour tout cAN; on
pose
Uc ¼ fxAo; nðxÞocþ 1g et Uc ¼ Tp  Uc:
Si fAD0ðOÞ; on note icð f Þ sa restriction a` Uc: On note DnðOÞ l’espace des
distributions fAD0ðOÞ ve´riﬁant icð f ÞAHclocðUcÞ pour tout entier c: Il est clair que
CNðOÞCDnðOÞ:
On munit
Q
c H
c
locðUcÞ de la topologie produit qui en fait un espace de Fre´chet
(car produit de´nombrable d’espaces de Fre´chet). Comme les Uc recouvrent O;
l’application f/ðicð f ÞÞc de DnðOÞ dans
Q
c H
c
locðUcÞ est injective et permet donc
d’identiﬁer DnðOÞ a` un sous-espace de Qc HclocðUcÞ; on le munit de la toplogie
induite.
Lemme 7.3. (i) L’espace DnðOÞ est un espace de Fre´chet, et sa topologie est plus forte
que la topologie induite par la topologie faible de D0ðOÞ:
(ii) L’espace CNðOÞ est dense dans DnðOÞ; et l’injection canonique CNðOÞ+
DnðOÞ est continue (lorsqu’on munit CNðOÞ de sa toplogie usuelle d’espace de
Fre´chet).
Preuve. (i) Pour la premie`re assertion, il sufﬁt de montrer que DnðOÞ est ferme´ dansQ
c H
c
locðUcÞ: Soit ð fkÞ une suite dans DnðOÞ qui converge vers une limite
ðgcÞA
Q
c H
c
locðUcÞ; cela veut dire que pour tout cAN; la suite ðicð fkÞÞ converge
dansHclocðUcÞ vers gc; et donc, comme on l’a vu plus haut, la suite ðicð fkÞÞ converge
faiblement sur Uc vers cette meˆme limite gc: Comme les Uc recouvrent O; il en
re´sulte, au moyen d’une partition de l’unite´ convenable, que ð fkÞ converge
faiblement vers une limite g dont la restriction a` chaque Uc est e´gale a` gc: Il
de´coule aussitoˆt des de´ﬁnitions que gADnðOÞ et que la suite ð fkÞ converge vers g
pour la topologie de DnðOÞ:
Le meˆme type d’argument prouve qu’une suite qui converge dans DnðOÞ
converge faiblement dans O; d’ou` la deuxie`me assertion de (i).
(ii) La topologie de DnðOÞ est de´ﬁnie par la famille de semi-normes pc;B; c
parcourantN et B parcourant l’ensemble des parties borne´es deHccðUcÞ; de´ﬁnies par
pc;Bð f Þ ¼ sup
jAB
j/icð f Þ;jSj:
On voit aise´ment que le produit d’un e´le´ment de DnðOÞ par une fonction
appartenant a` CNc ðOÞ est encore dans DnðOÞ: Alors le meˆme argument que celui
utilise´ dans la preuve du Corollaire 7.2 montre que l’ensemble Dnc ðOÞ des e´le´ments
de DnðOÞ a` support compact est dense dans DnðOÞ:
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Il nous sufﬁt donc de montrer que CNc ðOÞ est dense dans Dnc ðOÞ: On rappelle
l’unite´ approche´e ðdkÞ: Montrons que pour fADnc ðOÞ; la suite ðdk  f Þ converge vers
f (pour la topologie de DnðOÞ). Pour k assez grand, les fonctions dk  f sont a`
support dans O: On doit montrer que pour tout cAN; pour toute partie borne´e B de
HccðUcÞ; la suite ðpc;Bðdk  f  f ÞÞ tend vers 0; or si KCUc est un compact tel
que BCHcðKÞ et si wACNc ðUcÞ e´gale a` 1 dans un voisinage de K ; pour k assez
grand, on a
pc;Bðdk  f  f Þ ¼ pc;Bðdk  ðw f Þ  ðw f ÞÞ;
et on a vu au cours de la de´monstration du Corollaire 7.2 que la suite ðpc;Bðdk 
ðw f Þ  ðw f ÞÞÞ tend vers 0:
Pour montrer la continuite´ de l’injection canonique CNðOÞ+DnðOÞ; on
applique le the´ore`me du graphe ferme´: soit ð fnÞ une suite dans CNðOÞ qui
converge vers f dans CNðOÞ et qui converge vers g dans DnðOÞ; alors il est bien
connu que ð fnÞ converge faiblement vers f et, d’apre`s (i), elle converge faiblement
vers g; donc f ¼ g; ce qui prouve que le graphe de l’injection canonique
est ferme´. &
L’asertion (ii) de ce lemme montre que le dual de DnðOÞ s’identiﬁe a` un sous-
espace de E0ðOÞ; qu’on note DnðOÞ; le lemme suivant en donne une description
explicite. Si r est un nombre re´el, on notera ½r sa partie entie`re.
Lemme 7.4. L’espace DnðOÞ est forme´ des distributions fAE0ðOÞ telles que, pour tout
xAo; il existe un voisinage ouvert VðxÞ de x dans o tel que la restriction de f a`
Tp  VðxÞ soit dans H½nðxÞðTp  VðxÞÞ:
Preuve. Soit lADnðOÞ: D’apre`s le the´ore`me de Hahn–Banach, l se prolonge en une
forme line´aire continue L sur
Q
c H
c
locðUcÞ; le dual d’un produit e´tant la somme
directe des duaux et les espaces HccðUcÞ e´tant re´ﬂexifs, donc HclocðUcÞ0 ¼HccðUcÞ
pour tout c; il existe alors un entier L et des fonctions jcAH
c
cðUcÞ; c ¼ 0;y; L;
telles que
/L; ðgcÞcS ¼
X
0pcpL
/jc; gcS:
Il en de´coule que l est de´ﬁnie par la fonction F ¼P0pcpL jc: Cette fonction est a`
support compact et, pour chaque entier cpL; on peut trouver un compact KcCUc
tel que suppjcCT
p  Kc: Soit xAo: On pose c0 ¼ ½nðxÞ et on note VðxÞ ¼
Uc0 \
S
coc0 Kc: Alors VðxÞ est un voisinage ouvert de x et la restriction de F a`
Tp  VðxÞ est e´gale a` la restriction de Pc0pcpL jc (on convient que la somme est
nulle lorsque c04L), elle est donc dans Hc0ðTp  VðxÞÞ:
Re´ciproquement, soit fAE0ðOÞ ayant la proprie´te´ e´nonce´e dans le lemme; on veut
montrer qu’elle se prolonge (de fa@on unique) en une forme line´aire continue sur
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DnðOÞ: On ﬁxe un compact KCo tel que supp fCTp  K : Comme K est compact
et les Uc forment une suite croissante d’ouverts qui le recouvrent, il existe un entier
L40 tel que KCUL:
Pour tout xAUc\Uc1 (avec la convention U1 ¼ |), on ﬁxe un voisinage
ouvert VðxÞ comme dans l’e´nonce´ du lemme que l’on suppose inclus dans Uc; et
on pose
Vc ¼
[
xAUc\Uc1
VðxÞ:
Alors les Vc; 0pcpL; forment un recouvrement ouvert de K et pour tout c on a
VcCUc: Soit j0;y;jL une partition de l’unite´ C
N au voisinage de K subordonne´e
au recouvrement ðVcÞ0pcpL (voir [8, The´ore`me 1.4.5]). Pour chaque entier c on note
*jc la fonction sur T
p  o de´ﬁnie par *jcðt; xÞ ¼ jcðxÞ; et on pose fc ¼ *jc f ; alors
f ¼P0pcpL fc:
Le support de fc est compact CTp  Vc; il existe donc un ensemble ﬁni
fx1;y; xkgCUc\Uc1 tel que supp fcC
S
jðTp  VðxjÞÞ; or pour xAUc\Uc1 on a
½nðxÞ ¼ c; donc la restriction des @aDbf ; jaj þ jbjpc; a` chacun des ouverts Tp 
VðxjÞ est de carre´ inte´grable, donc les @aDbfc sont de carre´ inte´grable; on en de´duit
aussitoˆt que fcAHccðUcÞ: Donc f de´ﬁnit une forme line´aire continue F surQ
cH
c
locðUcÞ par
/F ; ðgcÞcS ¼
X
0pcpL
/ fc; gcS;
dont on note encore F la restriction a` DnðOÞ: Soit gACNðOÞ: On a
/F ; gS ¼
X
0pcpL
/ fc; icðgÞS
¼
X
0pcpL
/ fc; gS
¼/ f ; gS:
Donc la restriction de F a` CNðOÞ coı¨ncide avec f : &
L’utilite´ des espaces DnðOÞ vient du lemme suivant.
Lemme 7.5. Soit gAD0(O): Il existe une fonction positive continue convexe et propre r
sur o telle que gADr(O):
Preuve. Il est bien connu que toute distribution est localement une somme ﬁnie de
de´rive´es de fonctions de carre´ inte´grable (et meˆme de fonctions continues). Comme
Tp est compact, on voit que, pour tout xAo; il existe un voisinage ouvert VðxÞ de x
dans o; un entier mðxÞ et des fonctions ga;bAL2ðTp  VðxÞÞ; jaj þ jbjpmðxÞ; tels que
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la restriction de g a` Tp  VðxÞ coı¨ncide avecX
a;b
@aDbga;b:
Quitte a` re´duire VðxÞ; on peut supposer que mðxÞ est le plus petit entier pour lequel g
admet une telle de´composition. La fonction x/mðxÞ est alors clairement semi-
continue supe´rieurement sur o: Donc, d’apre`s ([10, Lemme 3 et Remarque 2]), on
peut la majorer par une fonction continue convexe et propre r: On en de´duit aussitoˆt
que gADrðOÞ: &
8. Un the´ore`me de re´gularite´
Rappelons ([4, Section 7]) que si PAPol½Z; x; alors PðDÞ admet une solution
e´le´mentaire sur H si et seulement si
(C40; (NX0; 8kAZp; jjPkjjX Cð1þ jkjÞN : ð4Þ
Dans la suite de cette section, P de´signera un e´le´ment de Pol½Z; x ﬁxe´, dont on
notera m le degre´ en x: On supposera que PðDÞ admet une solution e´le´mentaire sur
H et on pose eP ¼ n þ p þ 2þ N þ m; ou` N de´signe un entier pour lequel la
condition (4) est ve´riﬁe´e.
The´ore`me 8.1. Soit t une fonction positive continue convexe et propre sur o: On pose
r ¼ tþ eP (c’est aussi une fonction re´elle continue convexe et propre sur o). Alors,
pour tout uAE0ðOÞ; PðDÞuADrðOÞ entraıˆne uADtðOÞ:
Preuve. Nous suivrons pas-a`-pas la de´monstration de Malgrange (pour le cas p ¼ 0)
[10], et nous adoptons ses conventions. Si z ¼ ðz1;y; znÞACn; x ¼ ðx1;y; xnÞARn et
Z ¼ ðZ1;y; ZnÞARn de´signeront respectivement sa partie re´elle et sa partie
imaginaire.
On pose v ¼ PðDÞu et on ﬁxe un compact KCo tel que supp vCTp  K : Pour c
entier positif, on pose
Kc ¼ fxAo; rðxÞpcþ 1g-K ; Uc ¼ fxAo; rðxÞocþ 1g et Uc ¼ Tp  Uc:
On proce`de comme dans la de´monstration du Lemme 7.4 pour de´composer v en
somme ﬁnie v ¼P0pcpL vc; avec vcAHccðUcÞ et supp vcCTp  Kc: D’apre`s les
proprie´te´s e´le´mentaires de la transformation de Fourier, il existe une constante
Ac40 telle que
j #vcðk; zÞjp Acð1þ jkj þ jxjÞc exp supxAKc
/x; ZS
 
:
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D’ou` par sommation sur c
jvˆðk; zÞjp
X
0pcpL
Ac
ð1þ jkj þ jxjÞc exp supxAKc
/x; ZS
 
8kAZp; 8zACn: ð5Þ
D’apre`s le Lemme 6.1, il existe une constante B40 telle que
jjPkjj juˆðk; zÞjpBð1þ jzjÞm sup
jz0zjp1
jvˆðk; z0Þj 8kAZp; 8zACn: ð6Þ
On voit facilement que, pour tout kAZp et pour tous z; z0ACn ve´riﬁant jz z0jp1;
on a
1
ð1þ jkj þ jx0jÞcp
2c
ð1þ jkj þ jxjÞc
et
exp sup
xAKc
/x; Z0S
 
p exp sup
xAKc
jxj
 
exp sup
xAKc
/x; ZS
 
:
On de´duit alors de la condition (4) et de (5) qu’il existe des constantes BcX0;
c ¼ 0;y; L; telles que
juˆðk; zÞjp
X
0pcpL
Bc
ð1þ jkjÞNð1þ jzjÞm
ð1þ jkj þ jxjÞc exp supxAKc
/x; ZS
 
8kAZp; 8zACn:
ð7Þ
Soit x0Ao: On va montrer qu’il existe un voisinage ouvert Vðx0Þ de x0 dans o tel que
les restrictions de u a` Tp  Vðx0Þ soit ½tðx0Þ-fois continuˆment de´rivable; cela
montrera que, quitte a` re´duire Vðx0Þ; la restriction a` Tp  Vðx0Þ des de´rive´es d’ordre
p½tðx0Þ de u sont de carre´ inte´grable, et donc uADtðOÞ:
La convexite´ de r permet de trouver un vecteur v0ARn tel que
/z  x0; v0SprðzÞ  rðx0Þ 8zAo: ð8Þ
Pour tout c ¼ 0;y; L; on ﬁxe zcAKc tel que
sup
zAKc
/z; v0S ¼ /zc; v0S:
D’apre`s (8)
/zc  x0; v0SprðzcÞ  rðx0Þpcþ 1 rðx0Þ;
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donc, comme r est continue, il existe un voisinage ouvert Vðx0Þ de x0 dans o tel que,
pour tout xAVðx0Þ et pour tout c ¼ 0;y; L; on ait
/zc  x; v0So rðx0Þ þ cþ 54;
et donc
/ x; v0Sþ sup
zAKc
/z; v0So rðx0Þ þ cþ 54: ð9Þ
Pour kAZp; on note Fk l’application de Rn dans Cn de´ﬁnie par
FkðxÞ ¼ xþ i12 lnð1þ jkj2 þ jxj2Þv0;
et on note Gk son image; alors Gk est une sous-varie´te´ diffe´rentielle de Cn et Fk est un
diffe´omorphisme de Rn sur Gk: On munit Gk de l’orientation induite par Fk; et on
conside`re la se´rie de fonctions en y et y sur Tp  Rn:X
kAZn
ei/k;yS
1
ð2pÞn
Z
Gk
uˆðk; zÞ ei/y;zS dz; ð10Þ
ou` dz ¼ dz14?4dzn:
On va montrer que cette se´rie de´ﬁnit une fonction ½tðx0Þ-fois continuˆment
de´rivable sur Tp  Vðx0Þ:
D’abord un calcul simple donneZ
Gk
uˆðk; zÞei/y;zSdz14?4dzn
¼
Z
Rn
uˆðk;FkðxÞÞei/y;FkðxÞS 1þ i/v0; xS
1þ jkj2 þ jxj2
 !
dx: ð11Þ
Comme la fonction 1þ i/v0;xS
1þjkj2þjxj2 est borne´e sur R
n; il sufﬁt, d’apre`s le the´ore`me de
de´rivation des fonctions de´ﬁnies par des inte´grales de´pendant d’un parame`tre, de
majorer la fonction en k et x:
jkaei/k;ySFkðxÞbuˆðk;FkðxÞÞei/y;FkðxÞSj ð12Þ
par une fonction inte´grable sur Zp  Rn et inde´pendante de yARp et de yAVðx0Þ; et
ce pour tout aANp et tout bANn tels que jaj þ jbjp½tðx0Þ: Soient donc a et b
ve´riﬁant cette proprie´te´. Pour tout yARp (et pour tout yAVðx0Þ), on a
jkaei/k;ySjpð1þ jkj þ jxjÞjaj 8kAZp; 8xARn: ð13Þ
Pour bANn; il existe des constantes cg; gANn avec gpb; telles que, pour tout kAZp et
pour tout xARn; on ait
FkðxÞb ¼
X
g
cgx
gð1
2
lnð1þ jkj2 þ jxj2Þv0Þbg;
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on en de´duit aise´ment qu’il existe une constante C140 telle que
jFkðxÞbjpC1ð1þ jkj þ jxjÞjbjþ
1
4 8kAZp; 8xARn: ð14Þ
Soit cAN; 0pcpL: D’apre`s (9), pour tout yAVðx0Þ; on a
exp sup
xAKc
/x; 1
2
lnð1þ jkj2 þ jxj2Þv0S
 
j exp i/y;FkðxÞSj
¼ exp ð1
2
lnð1þ jkj2 þ jxj2Þ sup
xAKc
/x; v0S/y; v0S
 
Þ
p expð1
2
lnð1þ jkj2 þ jxj2Þðrðx0Þ þ cþ 54ÞÞ
pð1þ jkj2 þ jxj2Þ12ðrðx0Þþcþ54Þ
pð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þþcþ54;
donc
exp supxAKc /x;
1
2
ln ð1þ jkj2 þ jxj2Þv0S
 
j exp i/y;FkðxÞSj
ð1þ jkj þ jxjÞc p
1
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ54
:
On de´duit alors de (7) qu’il existe une constante C240 telle que, pour tout yAVðx0Þ;
on ait
juˆðk;FkðxÞÞei/y;FkðxÞS jpC2 ð1þ jkjÞ
Nð1þ jFkðxÞjÞm
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ54
8kAZp; 8xARn:
On ve´riﬁe facilement qu’il existe une constante C340 telle que
ð1þ jFkðxÞjÞmpC3ð1þ jkj þ jxjÞm 8kAZp; 8xARn;
d’ou`
juˆðk;FkðxÞÞei/y;FkðxÞS jp C2C3
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ54Nm
8kAZp; 8xARn: ð15Þ
Donc d’apre`s (13)–(15) la fonction (12) est majore´e, a` une constante multiplicative
pre`s, par la fonction
1
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ32Nmjajjbj
:
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Cette fonction est inte´grable sur Zp  Rn si
rðx0Þ  32 N  m  jaj  jbj4p þ n;
donc en particulier si
jaj þ jbjp½rðx0Þ  2 p  n  N  m ¼ ½tðx0Þ:
Nous avons donc de´montre´ que la se´rie (10) de´ﬁnit une fonction ½tðx0Þ-fois
continuˆment de´rivable dans Tp  Vðx0Þ; on la note F :
On rappelle qu’on a muni H de la mesure de Haar produit de la mesure de Haar
sur Tp de masse totale 1 et de la mesure de Lebesgue sur Rn: On ﬁxe une unite´
approche´e ðjqÞq sur Tp et une fonction positive cACNc ðRnÞ a` support inclus dans
une boule ferme´e Bð0; rÞ et ve´riﬁant R
Rn
cðxÞdx ¼ 1: Pour tout entier non nul q; on
pose cqðxÞ ¼ qncðqxÞ; alors ðjq#cqÞq est une unite´ approche´e sur H:
Pour tout entier non nul q; on pose uq ¼ u  ðjq#cqÞ; alors uqACNc ðHÞ; et la
suite ðuqÞq tend vers u dans D0ðHÞ et donc, par restriction, dans tout ouvert de H:
Nous allons montrer que cette suite tend vers F uniforme´ment sur Tp  Vðx0Þ; cela
montrera que u coı¨ncide avec F sur Tp  Vðx0Þ et par conse´quent u est ½tðx0Þ-fois
continuˆment de´rivable sur cet ouvert.
Pour ne pas trop compliquer les notations, nous adopterons la meˆme
notation #f pour la transforme´e de Fourier d’une fonction f sur H; Tp ou Rn; cela
ne risque pas de cre´er de confusion, la signiﬁcation sera toujours claire d’apre`s le
contexte.
La formule d’inversion de Fourier de H s’applique a` uq; car elle appartient a`
CNc ðHÞ; donc avec nos choix de mesures on a
uqðeiy; xÞ ¼
X
kAZn
#jqðkÞei/k;yS
1
ð2pÞn
Z
Rn
#uqðk; xÞ #cqðxÞei/x;xS dx: ð16Þ
Pour fACNc ðRnÞ; on peut de´former le contour d’inte´gration dans la formule
d’inversion de Fourier sur Rn (voir [8], de´monstration du The´ore`me 7.3.8); on
obtient ainsi pour kAZp quelconque:
fðxÞ ¼ 1ð2pÞn
Z
Rn
#fðxÞei/x;xS dx
¼ 1ð2pÞn
Z
Gk
#fðzÞei/x;zS dz:
On applique cela a` la transformation de Fourier partielle sur Rn de uq; alors la
formule d’inversion (16) devient:
uqðeiy; xÞ ¼
X
kAZn
#jqðkÞei/k;yS
1
ð2pÞn
Z
Gk
uˆðk; zÞ #cqðzÞei/y;zS dz: ð17Þ
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Pour zACn; on a
j #cqðzÞjp
Z
Rn
cðyÞe/y;
Z
q
S
dy
p vol Bð0; rÞ sup
yARn
cðyÞe
r
q
jZj
:
Il existe donc une constante C40 telle que
j #cqðFkðxÞÞjpCð1þ jkj2 þ jxj2Þ
rjv0j
2q 8kAZp; 8xARn;
d’ou`, pour q assez grand,
j #cqðFkðxÞÞjpCð1þ jkj þ jxjÞ
1
4 8kAZp; 8xARn: ð18Þ
Pour kAZp; on a
j #jqðkÞjp1: ð19Þ
On de´duit alors des formules (11) et (15) que, pour q assez grand et pour des
constantes C et C0 ade´quates, on a
juqðeiy; xÞ  Fðeiy; xÞj
¼ j
X
kAZn
ð #jqðkÞ  1Þei/k;yS
1
ð2pÞn
Z
Gk
uˆðk; zÞð #cqðzÞ  1Þei/y;zS dzj
pC
X
kAZn
j #jqðkÞ  1j
Z
Rn
juˆðk;FkðxÞÞð #cqðFkðxÞÞ  1Þei/y;FkðxÞS j dx
pC0
X
kAZn
Z
Rn
j #jqðkÞ  1j j #cqðFkðxÞÞ  1j
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ54Nm
dx; ð20Þ
pour tout ðeiy; xÞATp  Vðx0Þ:
Lorsque q tend vers þN; #jqðkÞ-1; et pour tout zACn; #cqðzÞ ¼ #cðzqÞ; donc
#cqðzÞ-1: Il en re´sulte que l’inte´grande dans (20) tend vers 0 lorsque q tend vers þN:
De plus, d’apre`s (18) et (19), elle est majore´e, a` une constante multiplicative pre`s, par
ð1þ jkj þ jxjÞ14
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ54Nm
¼ 1
ð1þ jkj þ jxjÞrðx0Þ32Nm
;
comme rðx0Þ  32 N  m4p þ n; cette fonction est inte´grable sur Zp  Rn:
Le the´ore`me de convergence domine´e implique alors que l’inte´grale (20) tend
vers 0 lorsque q tend vers þN; d’ou` la convergence uniforme sur Tp  Vðx0Þ de uq
vers F : &
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Remarque 8.2. L’ope´rateur PðDÞ ve´riﬁe aussi la conclusion du the´ore`me, c’est-a`-
dire, pour tout uAE0ðOÞ; PðDÞuADrðOÞ entraıˆne uADtðOÞ: En effet, si l’on note Pˇ
le polynoˆme de´ﬁni par PˇðZ; xÞ ¼ PðZ;xÞ; de sorte que PˇðDÞ ¼ PðDÞ; on voit
facilement que jjPˇkjj ¼ jjPkjj pour tout kAZp; notre assertion en de´coule
imme´diatement.
9. De´monstration de la Proposition 4.2
Soit PAPol½Z; x tel que PðDÞ admet une solution e´le´mentaire sur H: On rappelle
l’entier eP associe´ a` P au de´but de la section 8.
Soit gAD0ðOÞ: On veut montrer qu’il existe fAD0ðOÞ tel que PðDÞf ¼ g: D’apre`s le
Lemme 7.5, il existe une fonction positive continue et convexe t sur O telle que
gADtðOÞ; on pose r ¼ tþ eP:
On noteM l’espace des fonctions fADrðOÞ ve´riﬁant PðDÞfADtðOÞ; clairement
M contient CNðOÞ: On identiﬁe M au sous-espace de DrðOÞ DtðOÞ forme´ des
couples ð f ; PðDÞf Þ; fAM; et on le munit de la topologie induite.
Lemme 9.1. L’espace M est un espace de Fre´chet, CNðOÞ y est dense et l’injection
canonique CNðOÞ+M est continue.
Preuve. Pour cAN; on pose
Uc ¼ fxAo; tðxÞocþ 1g et Uc ¼ Tp  Uc:
Soit ð fkÞkAN une suite dans M telle que ð fk; PðDÞfkÞ converge dans DrðOÞ 
DtðOÞ vers une limite ð f ; hÞ: D’apre`s le Lemme 7.3, la convergence de ð fkÞ dans
DrðOÞ implique sa convergence faible, d’ou` la convergence faible de la suite
ðPðDÞfkÞ vers PðDÞf ; de meˆme la convergence de la suite ðPðDÞfkÞ dans DtðOÞ
implique sa convergene faible vers h; donc h ¼ PðDÞf : Cela montre queM est ferme´
dans DrðOÞ DtðOÞ; il est donc un espace de Fre´chet.
On ﬁxe une suite croissante de compacts ðKkÞkAN dans O telle que, pour tout k; on
a KkC int Kkþ1 (l’inte´rieur de Kkþ1) et
S
k Kk ¼ O; et on choisit pour tout k une
fonction wkAC
N
c ðOÞ a` support dans Kkþ1 et qui vaut 1 dans un voisinage de Kk: On
ﬁxe une unite´ approche´e ðdkÞ sur H telle que suppðdkÞKkþ1CO (il s’agit ici d’un
produit d’ensembles dans H).
Soit fAM: Pour tout kAN; on a ðwk f Þ  dkACNc ðOÞ: Nous allons montrer que la
suite ððwkf Þ  dkÞ converge vers f dans M: Cela revient a` prouver que ððwkf Þ  dkÞ
(resp. ðPðDÞððwkf Þ  dkÞ) converge vers f (resp. PðDÞf ) dans DrðOÞ (resp. DtðOÞ).
Rappelons (voir la de´monstration du Lemme 7.3) que la topologie de DtðOÞ est
de´ﬁnie par la famille de semi-normes pc;B; c parcourant N et B parcourant l’ensemble
des parties borne´es de HccðUcÞ:
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Soit donc cAN; B une partie borne´e de HccðUcÞ; KCUc compact tel que
BCHccðKÞ: Alors pour k assez grand, disons kXk0; on a
Kðsupp dkÞ1C int Kkþ1;
en fait, puisque la suite des supports ðsupp dkÞ1 est de´croisssante, pour kXk0 on a
Kðsupp dkÞ1C int Kk0þ1:
Donc si l’on note $dkðxÞ ¼ dkðx1Þ; pour tout jAB et pour tout k4k0; on a
suppðj  $dkÞC int Kk0þ1; d’ou` les e´galite´s wkPðDÞðj  $dkÞ ¼ PðDÞðj  $dkÞ et
wk0þ1ðj  $dkÞ ¼ j  $dk qu’on utilisera dans le calcul suivant
/PðDÞðwk f  dkÞ;jS ¼/ðPðDÞðwkf ÞÞ  dk;jS
¼/PðDÞðwkf Þ;j  $dkS
¼/wkf ; PðDÞðj  $dkÞS
¼/ f ; PðDÞðj  $dkÞS
¼/PðDÞf ;j  $dkS
¼/wk0þ1PðDÞf ;j  $dkS
¼/ðwk0þ1PðDÞ f Þ  dk;jS;
donc, pour k4k0; on a
pc;BðPðDÞf  PðDÞðwkf  dkÞÞ ¼ pc;Bðwk0þ1PðDÞf  ðwk0þ1PðDÞf Þ  dkÞ;
le membre de droite tend vers 0 d’apre`s la preuve du Lemme 7.3, car wk0þ1ðPðDÞf Þ
est un e´le´ment de DtðOÞ a` support compact. Donc pour toute semi-norme pc;B; la
suite pc;BðPðDÞf  PðDÞðwkf  dkÞÞ tend vers 0; cela montre que la suite ðPðDÞðwkf 
dkÞÞ converge vers PðDÞf dans DtðOÞ: La convergence de la suite ðwkf  dkÞ vers f
dans DrðOÞ se de´montre de la meˆme fa@on; on omet les de´tails.
La continuite´ de l’injection canonique CNðOÞ+M de´coule du the´ore`me du
graphe ferme´, comme dans la de´monstration du Lemme 7.3. &
Le Lemme 9.1 montre que le dualM0 deM s’identiﬁe a` un sous-espace de E0ðOÞ et
que sa topologie faible est plus ﬁne que la topologie induite par la topologie faible de
E0ðOÞ; car l’injection canonique CNðOÞCM e´tant continue, sa transpose´e
(l’identiﬁcation deM0 a` un sous-espace E0ðOÞ) est continue pour la topologie faible,
en d’autres termes, la topologie faible de M0 est plus ﬁne que celle induite par la
topologie faible de E0ðOÞ:
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On revient a` la de´monstration de la Proposition 4.2. Comme gADtðOÞ; pour
montrer qu’il existe une distribution fAD0ðOÞ telle que PðDÞf ¼ g; il sufﬁt de
montrer que l’application T :M-DtðOÞ; de´ﬁnie par Tð f Þ ¼ PðDÞf ; est surjective.
Cette application est continue par construction. Comme M et DtðOÞ sont des
espaces de Fre´chet, il sufﬁt, d’apre`s le the´ore`me de Banach, de montrer que
l’application transpose´e tT :DtðOÞ0-M0 est injective et que son image est
faiblement ferme´e.
Lorsqu’on identiﬁe DtðOÞ0 etM0 a` des sous-espaces de E0ðOÞ; tT n’est autre que
la restriction a` ces sous-espaces de PðDÞ; or on sait que PðDÞ : E0ðOÞ-E0ðOÞ est
injective et que son image est faiblement ferme´e dans E0ðOÞ ([3, Proposition 5.4.3]).
Donc tT est injective. Comme la topologie faible deM0 est plus ﬁne que celle induite
par la topologie faible de E0ðOÞ; ðPðDÞE0ðOÞÞ-M0 est faiblement ferme´ dansM0; il
nous sufﬁt alors, compte tenu du fait que DtðOÞ0 ¼ DtðOÞ; de montrer que
tTðDtðOÞÞ ¼ ðPðDÞE0ðOÞÞ-M0:
L’inclusion tTðDtðOÞÞCðPðDÞE0ðOÞÞ-M0 est e´vidente. D’autre part, d’apre`s le
the´ore`me de Hahn–Banach, tout e´le´ment de M0 est la restriction a` M d’une forme
line´aire continue sur DrðOÞ DtðOÞ: Donc si uAM0; il existe u1ADrðOÞ et
u2ADtðOÞ tels que
uð f Þ ¼ u1ð f Þ þ u2ðPðDÞð f ÞÞ 8fAM;
d’ou` u ¼ u1 þ PðDÞu2 (e´galite´ dans E0ðOÞ). Donc si vAE0ðOÞ et si PðDÞvAM0; il
existe u1ADrðOÞ et u2ADtðOÞ tels que
PðDÞv ¼ u1 þ PðDÞu2;
d’ou` PðDÞðv  u2ÞADrðOÞ; et donc, d’apre`s la Remarque 8.2, ðv  u2ÞADtðOÞ; il
s’ensuit que vADtðOÞ; donc PðDÞvAtTðDtðOÞÞ; car PðDÞv ¼ tTðvÞ: Cela ache`ve
la preuve de la Proposition 4.2.
10. Exemple
Dans la suite, g de´signera l’alge`bre de Lie re´elle slð2;CÞ; h de´signera la sous-
alge`bre de Cartan de g forme´e des matrices diagonales de trace nulle, et G de´signera
le groupe SLð2;CÞ:
L’alge`bre des ope´rateurs diffe´rentiels sur g; a` coefﬁcients constants dans C;
s’identiﬁe a` l’alge`bre syme´trique de gC; qui s’identiﬁe elle-meˆme, graˆce a` la forme de
Killing, a` l’alge`bre des fonctions polynoˆmes sur g: On note D l’ope´rateur diffe´rentiel
correspondant, via ces identiﬁcations, a` la fonction polynoˆme jdet X j2; c’est un
ope´rateur G-invariant. On note CNðgÞG l’espace des fonctions de classe CN sur g qui
sont G-invariantes. Nous montrons
The´ore`me 10.1. DCNðgÞGaCNðgÞG:
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Notons W (resp. WC) le groupe de Weyl de ðg; hÞ (resp. ðgC; hCÞ), et CNðhÞinv
l’espace des fonctions f sur h; de classe CN et ve´riﬁant:
(i) f invariante par W
(ii) pour tout uASðhCÞ et pour tout wAWC; ðw  uÞf ð0Þ ¼ uf ð0Þ:
Cet espace caracte´rise les restrictions a` h des fonctions CN invariantes, autrement
dit l’application f/f jh (restriction a` h) est un isomorphisme de CNðgÞG sur
CNðhÞinv (voir [9, Corollaire 7.1]).
On identiﬁe h a` CCR2 par
z 0
0 z
 
/z et on utilise les notations usuelles. Si
fACNðR2Þ; on note T0 f sa se´rie de Taylor en 0; c’est l’e´le´ment de C½½z; %z:X
p;qAN
1
p!
1
q!
@pz @
q
%z f ð0Þzp %zq:
L’alge`bre SðhCÞ s’identiﬁe a` C½@z; @%z; le groupe W s’identiﬁe a` Z=2Z et agit dans R2
par 7id; et le groupe WC s’identiﬁe a` Z=2Z Z=2Z et agit dans C½@z; @%z par
ð %m; %nÞ  @z ¼ ð1Þm@z; ð %m; %nÞ  @%z ¼ ð1Þn@%z;
et agit dans C½½z; %z par
ð %m; %nÞ  z ¼ ð1Þmz; ð %m; %nÞ  %z ¼ ð1Þn %z:
Avec ces notations, l’espace CNðhÞinv s’identiﬁe a` l’espaces des fACNðR2Þ ve´riﬁant:
(i) f ðx;yÞ ¼ f ðx; yÞ 8ðx; yÞAR2
(ii) T0 fAC½½z; %zWC ;
ou` C½½z; %zWC de´signe l’espace des se´ries formelles invariantes par WC:
L’image par l’isomorphisme de Chevalley SðgCÞ!
B
SðhCÞ de D est @2z @2%z ¼ D2;
D ¼ @2x þ @2y e´tant le laplacien de R2: Donc, d’apre`s la formule des parties radiales
(voir [12, premie`re partie, Chapitre 2, The´ore`me 14]), si fACNðgÞG; on a
Df ðzÞ ¼ 1
z%z
3D23z%z
 
f ðzÞ 8zAC\f0g:
Il en de´coule aussitoˆt que DCNðgÞG ¼ CNðgÞG si et seulement si D2ðz%zCNðhÞinvÞ ¼
z%zCNðhÞinv: Nous allons montrer que la dernie`re e´galite´ n’a pas lieu.
De´crivons tout d’abord l’espace z%zCNðhÞinv: On note e le caracte`re de WC
de´ﬁni par eð %m; %nÞ ¼ ð1Þmþn; et C½½z; %ze le sous-espace de C½½z; %z forme´ des e´le´ments
qui se transforment par WC suivant le caracte`re e; autrement dit l’espace des se´ries de
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la forme X
p;qAN
p;q impairs
cp;qz
p
%z
q:
Alors z%zCNðhÞinv est l’espace E des fACNðR2Þ ve´riﬁant:
(i) f ðx;yÞ ¼ f ðx; yÞ 8ðx; yÞAR2
(ii) T0 fAC½½z; %ze;
en effet, si fACNðhÞ; on a T0ðz%zf Þ ¼ z%zT0 f ; il en re´sulte que tout e´le´ment de
z%zCNðhÞinv appartient a` E; re´ciproquement, si g est un e´le´ment de E; T0g est divisible
par z%z; il s’ensuit que g s’e´crit g ¼ z%zf ; avec f fonction CN; et il est clair que f
appartient a` CNðhÞinv: Il nous sufﬁt donc de prouver le lemme suivant.
Lemme 10.2. D2EaE
Preuve. L’alge`bre C½@z; @%z ope`re naturellement dans C½½z; %ze et, pour uAC½@z; @ %z;
on a
T0ðuf Þ ¼ uT0 f 8fACNðhÞ: ð21Þ
Conside´rons l’e´le´ment de C½½z; %z:
S ¼
X
pAN
p!z2p;
alors DS ¼ 0 et donc D2S ¼ 0: D’apre`s le lemme de Borel (voir par exemple [11,
The´ore`me 38.1]), il existe une fonction fACNðhÞ telle que T0 f ¼ S; quitte a`
remplacer f par la fonction X/1
2
ð f ðX Þ þ f ðX ÞÞ; on peut suppposer que f
est W -invariante (avec toujours T0 f ¼ S). On conside`re la fonction g ¼ D2f :
Alors g est CN; W -invariante et, d’apre`s (21), T0g ¼ D2T0 f ¼ D2S ¼ 0; donc
gAE:
Supposons qu’il existe une fonction hAE telle que D2h ¼ g; alors D2ðh  f Þ ¼ 0:
Comme D2 est elliptique, cela entraıˆne que h  f est analytique. Or
T0ðh  f Þ ¼T0h  T0 f
¼
X
p;qAN
p;q impairs
1
p!
1
q!
@pz @
q
%z hð0Þzp %zq 
X
pAN
p!z2p;
le rayon de convergence de cette se´rie e´tant nul, cela contredit l’analyticite´ de
h  f : &
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